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Представлена методика нелінійного роз-
рахунку статики і динаміки оболонок з сере-
динною поверхнею, що розгортається, пря-
мою мінімізацією функціонала Рейсснера. 
Рішення будується методом продовження 
по параметру. Використано узагальнене 
підсумовування рядів апроксимаціями Паде
Ключові слова: оболонки, поверхня, що 
розгортається, функціонал Рейсснера, про-
довження по параметру, апроксимації Паде
Представлена методика нелинейно-
го расчета статики и динамики оболочек 
с развертывающейся срединной поверх-
ностью прямой минимизацией функциона-
ла Рейсснера. Решение строится методом 
продолжения по параметру. Использовано 
обобщенное суммирование рядов аппрокси-
мациями Паде
Ключевые слова: оболочки, развертываю-
щаяся поверхность, функционал Рейсснера, 
продолжение по параметру, аппроксимации 
Паде
The method of nonlinear calculation of sta-
tic and dynamics of shells with the developable 
middle surface by direct minimization of functi-
onal of Reissner is presented. A decision is con-
structed by the method of continuation on a par-
ameter. The generalized summation of rows by 
approximations of Padе is used
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1. Введение
Оболочки с развертывающейся срединной поверх-
ностью, изготавливаемые из листовых материалов пу-
тем соединения обечаек, являются наиболее широким 
классом тонкостенных конструкций, используемых 
в машиностроении и строительстве. С точки зрения 
дифференциальной геометрии эти оболочки являют-
ся поверхностями нулевой гауссовой кривизны [1]. По-
стоянный интерес исследователей к расчету статики и 
динамики оболочек с развертывающейся срединной 
поверхностью не привел к настоящему времени к кор-
ректному решению этой задачи для ряда практически 
важных случаев [2]. Поэтому возникает необходи-
мость разработки и применения новых методов расче-
та, позволяющих рассмотреть поведение конструкций 
в усложненной неоднородной, моментной и геометри-
чески нелинейной постановке, наиболее адекватной их 
реальному поведению.
Изучение деформирования тонкостенных струк-
тур в большинстве работ основано на приближен-
ном интегрировании нелинейных дифференциальных 
уравнений теории гибких упругих оболочек. Наиболее 
часто используется техническая теория оболочек Дон-
нелла–Муштари–Власова [2] в различных модифика-
циях [3]. Как было показано в [4, 5], анализ точности 
входящих в уравнения геометрически нелинейной 
теории членов по отношению к естественным ма-
лым параметрам конструкции позволяет получить ряд 
упрощений для практически важных расчетных схем. 
Это дает возможность применить для расчета таких 
конструкций методы возмущения по естественным 
малым параметрам, что и было произведено в [4].
Вместе с тем, если конструкция и испытываемое 
ей напряженно-деформированное состояние не имеют 
явно выраженной асимметрии, использование есте-
ственных малых параметров приводит к значитель-
ным погрешностям в расчетах или к необходимости 
значительного их усложнения, в основном, за счет ис-
пользования большего числа приближений. Исполь-
зование численных методов – конечных элементов, 
конечных разностей или продолжения по параметру 
[6], – позволяет получить приемлемые результаты, 
однако их анализ и обобщение затруднены.
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Уравнения теории гибких упругих оболочек могут 
быть получены из общих вариационных принципов 
механики деформируемого твердого тела [7] – Ла-
гранжа, Кастильяно, Рейсснера, Ху-Васидзу, – путем 
построения соответствующего функционала и нахож-
дения точек его стационарности или экстремальности. 
Эта задача может быть решена либо путем составле-
ния аналитических условий стационарности (уравне-
ний Эйлера), либо путем применения вариационных 
методов непосредственно к рассматриваемому функ-
ционалу [2]. Если из принципа Лагранжа вытека-
ют уравнения равновесия и естественные граничные 
условия в напряжениях, то из принципа Рейсснера 
следуют уравнения равновесия, соотношения упруго-
сти и естественные граничные условия в напряжениях 
и перемещениях. Известно, что принцип Рейсснера 
представляет собой гамильтонову форму принципа 
Лагранжа и, таким образом, допускает введение обоб-
щенных переменных [8, 9]. Уменьшение размерности 
функционала может быть достигнуто путем задания 
вида решения по двум координатам, а также путем 
использования гипотез прикладных теорий. Прин-
цип Рейсснера позволяет использовать независимые 
приближения усилий и прогибов [7, 8, 9], удовлетво-
ряющие граничным условиям. Все это делает метод 
Рейсснера наиболее пригодным для построения при-
ближенного аналитического решения задачи о нели-
нейном деформировании тонких оболочек.
Ниже изложена методика использования функцио-
нала принципа Рейсснера в форме Алумяэ [3] к расчету 
оболочек нулевой гауссовой кривизны, основанная на 
предположениях нелинейной теории пологих оболо-
чек, записанных в смешанной форме в криволинейной 
ортогональной системе координат. Решение сводится 
к задаче Коши для системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. Приближенное решение строит-
ся на основе модифицированного метода продолжения 
по параметру, предложенного в [10]. Получаемое в ре-
зультате приближение аналитически суммируется на 
основе дробно-рационального преобразования Паде 
по переменной интегрирования, обеспечивая равно-
мерную сходимость приближения к точному решению 
во всей области мероморфности последнего [11, 12].
2. Основные соотношения
Рассмотрим деформирование тонкой упругой 
оболочки нулевой гауссовой кривизны постоянной 
толщины h , изготовленной из упругого изотропного 
материала. Введем на поверхности оболочки S  кри-
волинейный ортогональный базис с осями x y z, , . При 
этом координатные линии x y,  совпадают с линиями 
главной кривизны поверхности, ось z  нормальна к 
ней. Свяжем координатное направление оси x  с лини-
ей главной нулевой кривизны. Ограничимся случаем 
малых по сравнению с единицей деформаций, ко-
нечных перемещений, конечных, но умеренных углов 
поворота нормали. Примем также кинематическую 
гипотезу Кирхгофа о плоских сечениях. Тогда дефор-
мации εij  и изменения кривизны kij  развертывающей-
ся срединной поверхности будут выражаться через 













































































































































































где R - радиус кривизны недеформированной сре-
динной поверхности в направлении координатной 
лини переменной y  и перемещения v ; R R x y= ( ), ;
A A1 2, - параметры Ламе срединной поверхности, 
соответствующие координатам x y, ; для оболочек с 





= ( ) = ( ), ,; .
Для упругого изотропного тела связи приведенных 
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 (2)
где E - модуль упругости материала; µ - коэффици-
ент поперечной деформации.
При рассмотрении задачи в смешанной постановке 



































































Если пренебречь влиянием тангенциальных пере-
мещений u v,  на углы поворота нормали в точке, что 
соответствует теории пологих оболочек [2, 3], то урав-
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В соответствии с принципом Рейсснера для дина-
мических задач [13], действительное напряженно-де-
формированное состояние однородного изотропного 
тела соответствует вариационному уравнению






где ℜ - функционал Рейсснера,
T - кинетическая энергия тела,
A - работа внешних сил,
t - время,
t t0 1, - начальное и конечное время движения тела.
Таким образом, необходимо найти функционал
ℜ = ℜ − −0 T A . (6)
Воспользуемся частным случаем функционала 
Рейсснера для пологих оболочек ℜA  в форме Алумяэ 
[3]. В случае статического напряженно-деформиро-
ванного состояния свободно опертой оболочки с раз-
вертывающееся срединной поверхностью, нагружен-
ной только поперечной нагрузкой интенсивностью 
q x y,( )  он имеет вид
ℜ =
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∫∫ µ L F F dxdy
T w T w T w w w
S
x y x y
,
, , , , ∇ −{ }∫∫ k
S
F qw dxdy2 ,
 (7)
где Tij  имеют вид (3),
∇2 - оператор Лапласа,
∇ = ( ) + ( ) − −2 21 2 21ϕ ϕ ϕA A Ax x y y, , , , ,
L xx yy yy xx xy xyϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ, , , , , , ,( ) = + − 2 ,
∇ = ( )− −k x xA A Rϕ ϕ21 2 1 , , .
Для решения динамических задач функционал не-
обходимо дополнить кинетической энергией T и ра-
ботой AΓ  внешних сил T T Q M M11 12 11 12
* * * * *, , , ,  на контуре 
Γ  (при наличии нагрузки только на торцах, совпада-
ющих с направлением оси y ). Если пренебречь вели-


















где ρ - плотность материала оболочки, точка озна-
чает дифференцирование по времени. Для работы 
внешних сил на торцах получим выражение
A T u T v Q w M w M w dyx yΓ
Γ
= + + + + ∫ 11 12 11 12* * * * , * , . (9)
Общее выражение для функционала ℜ0  для дан-
ного вида конструкций и типа нагрузки получим из 
(7)-(9) по формуле
ℜ = ℜ − −0 A T AΓ . (10)
4. Решение вариационной задачи
Полученный функционал (10) можно непосред-
ственно подставить в уравнение принципа Рейсснера 
(5) и получить после преобразований систему нели-
нейных дифференциальных уравнений теории пере-
мещений пологих оболочек с граничными условиями 
на контуре для рассматриваемого типа тонкостенных 
конструкций. Точное решение такой динамической 
граничной системы для практически важных случаев 
на сегодняшний день еще не получено. Приближен-
ное интегрирование уравнений связано с использо-
ванием того или иного вида аппроксимации искомых 
функций [2], допускающих последующую редукцию 
задачи до систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений.
Если выбранную аппроксимацию искомых 
функций подставить непосредственно в функцио-
нал, то его вариация будет включать только вари-
ации параметров приближения. Это эквивалентно 
применению подхода Гамильтона с использованием 
обобщенных переменных [8] и значительно снижает 
объем вычислений. При этом необходимо использо-
вать преимущество принципа Рейсснера, который 
допускает использование независимых приближе-
ний усилий и прогибов, удовлетворяющих гранич-
ным условиям.
Рассмотрим наиболее часто используемое при 
расчете динамических задач представление решения 
вида











ϕ ψ, , , , (11)
где ϕ ψi i, - заданные функции.
После последовательной подстановки (11) в (7)-
(10) и интегрирования по переменным x y, , получим 
выражение вида
ℜ = ℜ +(











i j k l m n p q
j l n q
w w w w w
, , , , , . .
, , ,
+ℜ +ℜ ) −ijklmnpq ij kl mn pq ijklmnpq ij kl mn pqF F F F F Fw F F w w T
 (12)
Подробная детализация коэффициентов в (12) не-
целесообразна без точного задания вида оболочки, 
нагрузки и функций в (11) в виду громоздкости вы-
числений.
Подставим (12) в уравнение условия Рейсснера (5) 
и произведем варьирование функционала ℜ0 .
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Поскольку уравнение (5) справедливо для любого 
промежутка t t0 1,( ) , то его можно подобрать так, что 
будут известны перемещения (или скорости пере-
мещений) в начальный и конечный момент времени, 
т. е. первый член подынтегрального выражения в (14) 
можно не учитывать. Получим



















После подстановки (13) с учетом (11) и (15) в вари-
ационное уравнение принципа Рейсснера (5) и замены 
порядка интегрирования, получим
ℜ + +(( ijklmnpq ij kl mn pq ij kl mn pq
i j k l m n p q
j l
w w w w w w w w wδ δ
, , , , , . .
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Поскольку уравнение (16) справедливо для любого 
промежутка t t0 1,( ) , то оно эквивалентно условию ра-
венства нулю подынтегрального выражения
ℜ + +(( ijklmnpq ij kl mn pq ij kl mn pq
i j k l m n p q
j l
w w w w w w w w wδ δ
, , , , , . .
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Такой подход соответствует применению к (5) 
принципа Даламбера. Просуммируем в (17) члены с 
одинаковыми вариациями δ δw Fi i, . Приравнивая их к 
нулю, получим две системы уравнений - обыкновен-
ных дифференциальных уравнений второго порядка 
по времени при δwi  и алгебраических уравнений 
при δFi . Система обыкновенных дифференциальных 
уравнений должна быть дополнена начальными усло-
виями, задающими перемещения и их скорости в на-
чальный момент времени.
Решение полученных систем может быть получено 
рядом приближенных методов. Для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений наиболее 
часто используется метод Линштедта-Пуанкаре [5]. 
Вместе с тем, в [12] было показано, что для решения 
таких задач эффективным является модифицирован-
ный метод продолжения по параметру, использующий 
мероморфное продолжение решения на основе двумер-
ных аппроксимаций Паде. Особенно эффективным он 
может быть для решения указанной задачи, поскольку 
ее нелинейность является степенной.
5. Применение расчетной методики
Предложенный метод был применен для расче-
та свободных колебаний гибкой упругой круговой 
цилиндрической оболочки радиуса R , длиной L  и 
толщиной h  при шарнирном опирании торцов. В этом 
случае A R const2 1= =, .















= = + + v u w wx y x y, , , , ,
k w k wxx yy11 22= − = −, ,, , k k w yx12 21= = − , , (18)
T F T F T Fyy xx xy11 22 12= = =, , ,, , ,





Формы радиального прогиба прогиба w  и функ-
ции усилий F , удовлетворяющие граничным услови-
ям, задаются в виде
w A t m x n y n R A t m x
F B t m x n
= + ( )
=









Здесь A t B t( ), ( )  - временные функции, свя-
занные условием непрерывности перемещений, 
m mL n nR1
1
1
1= =− −π ,  - параметры, характеризующие 
волнообразование вдоль образующей и направляю-
щей соответственно, m n,  - натуральные числа.
Функционал метода Рейсснера будет в этом случае 
иметь вид
ℜ =
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 (20)
а разрешающие уравнения будут такими
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Применение к задаче (21) предложенного в [10, 
12] модифицированного метода продолжения по па-
раметру с использованием аппроксимаций Паде по-
зволяет получить приближение второго порядка по 
искусственному параметру для безразмерной частоты 
нелинейных колебаний Ω  в виде



















где A A1 2, - коэффициенты, зависящие от параме-
тров оболочки и величин m n, .
Видно, что колебания являются неизохронными. 
Это хорошо согласуется с ранее полученными резуль-
татами [14], при этом существенно сокращает объем 
вычислений.
6. Выводы
В настоящей работе дано систематизированное из-
ложение прямого применения вариационного принци-
па Рейсснера к расчету статических и динамических 
задач деформирования оболочек с развертывающейся 
срединной поверхностью. Приведены выражения для 
аналитического расчета коэффициентов функционала 
по указанному методу.
Предложено использовать модифицированный ме-
тод продолжения по параметру для приближенного 
аналитического решения полученных систем со степен-
ной нелинейностью. Показана эффективность такого 
подхода на примере расчета свободных колебаний шар-
нирно опертой круговой цилиндрической оболочки.
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